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はじめに



流体

身近な流れは非圧縮性流体として非常によく近似

非圧縮性流れ（流速/音速 < 0.3）

亜音速流れ（流速/音速～ 0.3）

ただし、音響学分野では音波考慮

非日常的で極限的な流れでは圧縮性が本質的に重要

超音速流れ（流速/音速 > 1）

衝撃波



地上での衝撃波

Vapor cone (F-14) Afterburner (SR-71)

Schlieren image (.30-06 Springfield) Volcanic eruption (Sarychev Peak：芙蓉山)

Meteor (Chelyabinsk)



宇宙流体

© 円谷プロ



野望

宇宙流体は圧縮性流体としての取り扱いが不可欠

密度・圧力変動が大きい流れ

 （極）超音速流れ（流速/音速 >> 1）

磁場、放射などが流体と非線形相互作用

高エネルギー天体周りでは相対論的効果

遍在する磁気流体力学（MHD）的な不連続！

本講義では、不連続解をも恐れぬ

数値磁気流体力学の猛者を養成



流れの基礎方程式



流れの基礎方程式

線形移流方程式
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流れの基礎方程式

ラグランジュ微分
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流れの基礎方程式

線形移流方程式
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流れの基礎方程式

非粘性Burgers方程式
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流れの基礎方程式

非粘性Burgers方程式
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解が多価になる場合：

衝撃波解（弱解）



流れの基礎方程式

Rankine-Hugoniot関係式
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流れの基礎方程式

Nonconvexな非線形移流方程式
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流れの基礎方程式

双曲型保存則

独立な実固有値および固有ベクトルを持つとき、
方程式は双曲型
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U ：保存変数ベクトル

W ：特性変数ベクトル

F ：流束ベクトル

A ：ヤコビアン行列

Λ ：固有値行列

R ：右固有行列
1

R ：左固有行列



流れの基礎方程式

双曲型保存則

線形2×2保存則
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流れの基礎方程式

双曲型保存則

等温Euler方程式
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流れの基礎方程式

双曲型保存則

一般には連立非線形移流方程式
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kdtdx  に沿って 0kdw



MHD方程式



MHD方程式

Euler方程式＋ローレンツ力＋磁場の誘導方程式

流体と磁場の相互作用を支配

連続の式

運動方程式

断熱の式

磁場の誘導方程式
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MHD方程式

保存形式

 

 
 

    

 

 
2

,
22

1,0

0

0

0

0

222 B
pp

B
ep

t

pe
t

e

p
t

t

T

T

T































v








B

BB
B

BB

BBI









vv

vv

vv
v

v 質量保存則

運動量保存則

エネルギー保存則

磁束保存則



MHD方程式

1次元MHD方程式
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MHD方程式

1次元MHD方程式

Aの固有値（特性速度）
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固有ベクトルは大変難しい…

また後で



MHD方程式

MHD方程式の不連続解

不連続にのった系（ ）：
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風上型解法の基礎



風上型解法の基礎

双曲型保存則の解法

双曲型保存則のおさらい

線形移流方程式

非粘性Burgers方程式

Euler方程式

MHD方程式
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スカラー方程式

システム方程式

Aが独立な実固有値をもつとき双曲型



話を進めるその前に

時間・空間座標および変数の離散表記法
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スカラー方程式の解法

線形移流方程式

風上法
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スカラー方程式の解法

線形移流方程式の保存型解法

流束ベクトル分離法（FVS法）
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スカラー方程式の解法

線形移流方程式の保存型解法

流束ベクトル分離法（FVS法）

02/12/1

1









 









x

ff

t

uu ii

n

i

n

i

   n

i

n

i

n

i

n

ii uu
x

t
uu

a
fu

xta
f 







 







112/1
222

Lax法

auf
x

f

t

u










,0



 2/1if


 2/1if

iu 1iu1iu

2/1ix2/1ix

























12/1

0,0,

iii fff

u

f

u

f
fff

： 数値流束

 2/1if



スカラー方程式の解法

線形移流方程式の保存型解法

リーマン解法（Godunov法）

リーマン問題＝衝撃波管問題を利用
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1. 区分定数分布を仮定

リーマン解法の手順：



スカラー方程式の解法

線形移流方程式の保存型解法

リーマン解法（Godunov法）

リーマン問題＝衝撃波管問題を利用
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1. 区分定数分布を仮定
2. 移流方程式の厳密解

リーマン解法の手順：



スカラー方程式の解法

線形移流方程式の保存型解法

リーマン解法（Godunov法）

リーマン問題＝衝撃波管問題を利用

x

u

1. 区分定数分布を仮定
2. 移流方程式の厳密解
3. 厳密解の空間平均値
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リーマン解法の手順：



スカラー方程式の解法

線形移流方程式の保存型解法

リーマン解法（Godunov法）

リーマン問題＝衝撃波管問題を利用

数値流束
x

u

1. 区分定数分布を仮定
2. 移流方程式の厳密解
3. 厳密解の空間平均値

1

1





n

iu1n

iu1

1





n

iu

リーマン解法の手順：
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スカラー方程式の解法

線形移流方程式の解法

風上法

FVS法

Godunov法

全て同じ解法に帰着（でも、思想は異なる）
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スカラー方程式の解法

非線形移流方程式
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特性曲線



スカラー方程式の解法

非粘性Burgers方程式の解法

風上法（非保存形式）
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スカラー方程式の解法

非粘性Burgers方程式の解法

FVS法
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スカラー方程式の解法

非粘性Burgers方程式の解法

衝撃波管問題

膨張波
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スカラー方程式の解法

非粘性Burgers方程式の解法

Godunov法
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スカラー方程式の解法

非粘性Burgers方程式の解法

線形近似リーマン解法（Roe法）

局所的に線形化⇒膨張波を無視
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スカラー方程式の解法

非粘性Burgers方程式の解法
非保存型解法

保存型解法
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スカラー方程式の解法

非粘性Burgers方程式の解法
非保存型解法

保存型解法
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スカラー方程式の解法

保存型解法

 Lax-Wendroffの定理[1960]

数値解が収束すれば、その解は保存則の弱
解に収束する

Hartenのエントロピー条件[1980]

数値解がエントロピー条件を満足し、収束す
れば、その解は保存則の物理解に収束する

非保存型解法

Hou-LeFlochの定理[1994]

数値解が収束したとしても、衝撃波を含むそ
の解は非物理解に収束する



スカラー方程式の解法

非粘性Burgers方程式の解法
FVS法/Godunov法

Roe法
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局所線形化により膨張衝撃波
⇒エントロピー補正



スカラー方程式の解法

非粘性Burgers方程式の解法
FVS法/Godunov法

Roe法＋エントロピー補正
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色々な補正法があるが、ここでは、



システム方程式の解法

双曲型保存則

 “連立”非線形移流方程式

⇒ スカラー方程式の解法の拡張

0

0

111

11








































































xtxt

xtxt

xt

W
Λ

WU
ARRR

U
R

U
A

U
R

FU
R

FU

FR

URW

ddf

dddu

1

1











システム方程式の解法

線形双曲型保存則の解法

FVS法
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システム方程式の解法

線形双曲型保存則の解法

Godunov法
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システム方程式の解法

非線形双曲型保存則の解法

非保存型解法

数値解が収束したとしても、

不連続解を含む問題では、

非物理的な解
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“Computational Tutorial: MHD” by G. Toth
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システム方程式の解法

非線形双曲型保存則の解法

FVS法 [e.g., Steger+,1981; van Leer,1991]

一般にはFVS法が適用できるとは限らない

でも、たまたまEuler方程式では、

なので、線形方程式のFVS法と同様に、

でも、MHD方程式ではだめ
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システム方程式の解法

非線形双曲型保存則の解法

FVS法 [e.g., Steger+,1981; van Leer,1991]

あ、でも、なんでも使える簡単なFVS法が！

なぜなら、

なので、
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local Lax-Friedrichs法



システム方程式の解法

非線形双曲型保存則の解法

Godunov法 [Godunov,1959]

これは中々大変

衝撃波管問題の厳密解（衝撃波、膨張波、混合
波の組合せ）を求めるには繰り返し計算が必要

しかも方程式ごとにアルゴリズムを考えねば・・・

という労力にも関わらず、FVS法や近似リーマン
解法と精度は変わらなかったでしょ？
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システム方程式の解法

非線形双曲型保存則の解法

Roe法 [Roe,1981]

局所的に線形化⇒局所的にAを凍結
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システム方程式の解法

非線形双曲型保存則の解法

HLL型近似リーマン解法 [Harten+,1983]

HLL法、HLLC法、HLLD法など割りとお手軽

この後すぐ！お楽しみに！
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MHD方程式の
近似リーマン解法



まだ間に合う！近似リーマン解法

近似リーマン解法

物理量を区分定数分布
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まだ間に合う！近似リーマン解法

近似リーマン解法

物理量を区分定数分布

衝撃波管問題の近似解
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まだ間に合う！近似リーマン解法

MHD衝撃波管問題
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他にも複合波が・・・
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まだ間に合う！近似リーマン解法

近似リーマン解法

物理量を区分定数分布

衝撃波管問題の近似解

近似解の空間積分
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まだ間に合う！近似リーマン解法

近似リーマン解法

物理量を区分定数分布

衝撃波管問題の近似解

近似解の空間積分

数値流束による形式（時空間保存則から評価）
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まだ間に合う！近似リーマン解法

近似リーマン解法
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まだ間に合う！近似リーマン解法

近似リーマン解法

  
















0dtdxdxdt

xt
FU

FU

n

iU
n

i 1U

2/1ix
nt

ttn 

2/1ix

n

i 1U

 




 2/1

2/1

,1 i

i

x

x

nn

i dxttx UU







 


 n

i

n

i
i

t

xx
1

2/1 ,; UUU


知ってる！

答えでる！



まだ間に合う！近似リーマン解法

近似リーマン解法
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まだ間に合う！近似リーマン解法

近似リーマン解法
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まだ間に合う！近似リーマン解法

近似リーマン解法
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線形近似リーマン解法

Roe法 [Roe,1981; Brio & Wu, 1988]

局所的に線形化（ヤコビアンを凍結）

ここで

さてと…

MHDの固有ベクトルと固有値がわかればよい

を求めるのは一般には面倒だけど
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線形近似リーマン解法

Roe法 [Roe,1981; Brio & Wu, 1988]

MHD方程式の固有ベクトル [e.g., Brio+,1988]
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固有ベクトルに特異性



線形近似リーマン解法

Roe法 [Roe,1981; Brio & Wu, 1988]

固有ベクトルの再規格化 [Brio+,1988; Roe+,1996]
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線形近似リーマン解法

Roe法 [Roe,1981; Brio & Wu, 1988]

固有ベクトルの再規格化

・・・で色々と計算するわけですが、ここに書いても
あれなので参考文献をご参照ください

[1] Brio, Wu, JCP 75, 400 (1988)

[2] Ryu, Jones, ApJ 442, 228 (1995)

[3] Roe, Balsara, SIAM J. Appl. Math. 56, 57 (1996)

[4] Balsara, ApJS 116, 119 (1998)

[5] Powell, et al., JCP 154, 284 (1999)
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保存変数⇔基本変数⇔特性変数



HLL型近似リーマン解法

HLL近似リーマン解法 [Harten+,1983]

衝撃波近似

 2-wave近似

LRS , ：最大/最小情報伝播速度
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HLL型近似リーマン解法

HLL近似リーマン解法 [Harten+,1983]

衝撃波近似

 2-wave近似

LRS , ：最大/最小情報伝播速度
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HLL型近似リーマン解法

HLL近似リーマン解法 [Harten+,1983]

衝撃波近似

 2-wave近似

LRS , ：最大/最小情報伝播速度
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HLL型近似リーマン解法

HLL近似リーマン解法 [Harten+,1983]

衝撃波近似

 2-wave近似

 固有ベクトルの計算不要

 正値性保存を保証

HD [Einfeldt+, 1991] / MHD [Miyoshi+, 2005]

 接触不連続の分解不可能
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

衝撃波近似

N-wave近似

速進磁気音波×2、アルフェン波 ×2、遅進磁気音
波×2、エントロピー波×1のどの波を残すべき？

LRS , ：速進磁気音波
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

衝撃波近似

 5-wave近似

 リーマンファンで法線方向速度一定

 リーマンファンで全圧力一定

LRS , ：速進磁気音波

RULU

RFLF
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LS
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TM pS , MS ：エントロピー波



HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

衝撃波近似

 5-wave近似

 リーマンファンで法線方向速度一定

 リーマンファンで全圧力一定

LRS , ：速進磁気音波

RULU

RFLF

RS
LS

x

t
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

エントロピー波の評価 [Batten+,1997]

全圧力の評価
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

速進磁気音波に対するジャンプ条件
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

エントロピー波の評価 [Batten+,1997]

全圧力の評価
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

速進磁気音波に対するジャンプ条件
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

HLLD解：

MSS

uS
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

速進磁気音波に対するジャンプ条件
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

HLLD解：

MSS

uS
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

速進磁気音波に対するジャンプ条件
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

HLLD解：

MSS

uS









 

   
M

xTT

SS

BppeuS
e














BB vv



U

  

 
  


























2

22

2

xM

x
tt

xM

M
txtt

BSSuS

BuS

BSSuS

uS
B

















BB

Bvv

   zytt BBwv ,,0,,,0  Bv



HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

アルフェン波に対するジャンプ条件
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

HLLD解：
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

アルフェン波に対するジャンプ条件
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

アルフェン波に対するジャンプ条件

エントロピー波に対するジャンプ条件
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

HLLD解：
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

アルフェン波に対するジャンプ条件
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

HLLD解：
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

衝撃波近似

 5-wave近似
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

数値流束
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

数値流束
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

数値流束
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

孤立した接線不連続（TD）の分解
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

孤立した接線不連続（TD）の分解

孤立した接触不連続（CD）の分解
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

孤立した接線不連続（TD）の分解

孤立した接触不連続（CD）の分解

孤立した回転不連続（RD）の分解
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

孤立した接線不連続（TD）の分解

孤立した接触不連続（CD）の分解

孤立した回転不連続（RD）の分解

孤立した速進衝撃波（FS）の分解
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HLL型近似リーマン解法

MHDの正値性 [Janhunen,2000]

物理的な解の集合

物理的な解の重み付き平均値
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

HLLD解の正値性
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

密度の正値性
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

圧力の正値性
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一生懸命テキストの方に書きました。



HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

圧力の正値性
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

圧力の正値性

RMMRRR uSSSuS   ,0,0
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HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

圧力の正値性

正値性保存の条件
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HLL型近似リーマン解法

HLL型近似リーマン解法の階層 [Miyoshi+,2007]

HLLD近似解の重み付き平均値

正値性保存

MHD HLL-type



HLL型近似リーマン解法

HLLD近似リーマン解法 [Miyoshi+,2005]

固有ベクトルの計算不要

正値性保存を保証

接線不連続を厳密に分解

接触不連続を厳密に分解

回転不連続を厳密に分解

速進衝撃波を厳密に分解

支配方程式に依存

相対論的MHD [Mignone+, 2009]

Boris修正MHD [Matsumoto+, 2019]

弾塑性体 [Ortega+, 2014; Zhang+, 2018]



MHD方程式の近似リーマン解法

精度・計算速度の比較・検証

ロバスト性の比較・検証

[Mignone+,2007]

[Miyoshi+,2007]

[Miyoshi+,2005]



MHD方程式の近似リーマン解法

その他の数値実験などは論文を参照してください

[1] Miyoshi, Kusano, JCP 208, 315 (2005)

[2] Mignone, et al., ApJS 170, 228 (2007)

[3] Stone, et al., ApJS 178, 137 (2008)

[4] Kritsuk, et al., ApJ 737:13 (2011)

現状では、 LLD法はほぼ業界標準



数値解法まとめ



数値解法まとめ

線形移流方程式

FTCS法

 Lax法

風上法

 Lax-Wendroff法

.const,,0 








aauf

x

f

t

u

   n

i

n

i

n

i

n

ii uu
a

uu
a

f  



 112/1
22

 n

i

n

ii uu
a

f  



 12/1
2

   n

i

n

i

n

i

n

ii uu
t

x
uu

a
f 




 



 112/1
22

   n

i

n

i

n

i

n

ii uu
x

ta
uu

a
f 




 



 1

2

12/1
22



数値解法まとめ

非粘性Burgers方程式

 Lax法

流束ベクトル分離法（FVS法）

線形近似リーマン解法（Roe法）
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エントロピー補正



数値解法まとめ

双曲型システム方程式

 Lax法

 Local Lax-Friedrichs法

 Local Lax-Friedrichs法（FVS法）
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数値解法まとめ

双曲型システム方程式

流束ベクトル分離法（Steger-Warming FVS法）

ただし、

線形近似リーマン解法（Roe法）
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数値解法まとめ

双曲型システム方程式

HLL近似リーマン解法

HLLC / HLLD近似リーマン解法

その他

van Leer / Hänel FVS法（Euler方程式）

AUSM型法 など
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フローチャート



フローチャート

基本手順
開始

CFL条件の評価

数値流束の評価

初期設定

時間積分

t = tout

データ出力

t < tend

終了

Yes

No

No
Yes



フローチャート

基本手順
開始

CFL条件の評価

数値流束の評価

初期設定

時間積分

t = tout

データ出力

t < tend

終了

Yes

No

No
Yes

パラメータ

,,

グリッド

,, xx
i


初期条件

 0, tx
i
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フローチャート

基本手順
開始

CFL条件の評価

数値流束の評価

初期設定

時間積分

t = tout

データ出力

t < tend

終了

Yes

No

No
Yes
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フローチャート

基本手順
開始

CFL条件の評価

数値流束の評価

初期設定

時間積分

t = tout

データ出力

t < tend

終了

Yes

No

No
Yes
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※プログラミングのポイント：

数値流束のインデックスは
半整数、配列は整数のみ
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フローチャート

基本手順
開始

CFL条件の評価

数値流束の評価

初期設定

時間積分

t = tout

データ出力

t < tend

終了

Yes

No

No
Yes
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フローチャート

基本手順
開始

CFL条件の評価

数値流束の評価

初期設定

時間積分

t = tout

データ出力

t < tend

終了

Yes

No

No
Yes

outoutout
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OutputData
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フローチャート

高次精度化 開始

CFL条件の評価

数値流束の評価

初期設定

t = tout

データ出力

t < tend

終了

Yes

No

No

Yes

SSP-RK法

高次精度補間法

時間積分



フローチャート

MUSCL法

CFL条件の評価

数値流束の評価

n-step SSP-RK法

MUSCL法 
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フローチャート

MUSCL法
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CFL条件の評価

数値流束の評価

n-step SSP-RK法

MUSCL法

時間積分



フローチャート

MUSCL法
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（2nd-order SSP（TVD）-RK）

（3rd-order SSP（TVD）-RK）

CFL条件の評価

数値流束の評価

n-step SSP-RK法

MUSCL法

時間積分



フローチャート

FV-WENO法など変数補間で高次精度化を実現する

数値解法は同様のフローチャートです。

数値流束を高次精度補間する数値解法もあります。

補間の実装は結構面倒です。飯島先生よろしく！

多次元化では、ざっくりと言って、Split法もUnsplit法も

単に1次元の拡張です。

ただし、数値的な磁場発散の処理が必要です。これ
も大変面倒。飯島先生よろしく！



おしまい

お疲れ様でした

がんばってください




